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Analysis of systems with internal damping

Analiza uktadow z ttumieniem wewnetrznym

OPEN 8 ACCESS DOI:10.15199/62.2024.12.10

The problem of modelling material damping in phys. systems was dis-
cussed in the case of formulating the equations of motion in the ma-
trix form (used e.g. in finite element method) and for motion systems
(mechanisms, rotating systems). A model of material damping matrix
was formulated in the case of taking into account the mutual depend-
ence between the vibration motion and global mechanism motion. In
order to assess the effect of damping on vibration of mechanical mem-
bers, a slider crank mechanism was considered.

Keywords: FEM, dynamics of machines, mechanism analysis, mate-
rial damping

Omowiono zagadnienie zapisu ttumienia materiatowego w uktadach
fizycznych w przypadku sformutowania rownan ruchu w postaci macie-
rzowej (np. za pomoca metody elementow skoriczonych) i dla uktaddw
ruchowych (mechanizmy, uktady wirujace). Sformutowano model
zapisu macierzy ttumienia materiatowego w przypadku uwzglednienia
wzajemnej zaleznosci miedzy ruchem drgajacym a ruchem zadanym
uktadu. Jako przyktad ilustrujacy wptyw ttumienia na drgania cztonow
mechanizmu rozpatrzono uktad korbowo-wodzikowy majacy zasto-
sowanie w maszynach w wielu gateziach przemystu.

Stowa kluczowe: MES, dynamika maszyn, analiza mechanizméw,
ttumienie materiatowe

Opis zjawisk tarcia wewngtrznego w uktadach fizycznych
jest zagadnieniem skomplikowanym. Dla wiekszosci ukta-
dow Sciste okreslenie parametrow tlumienia materialowego
jest niemozliwe, poniewaz zrddta strat energii sa trudne
do okreslenia'). W ostatnim okresie analiza dynamiczna
wielu uktadow przeprowadzana jest czesto z zastosowa-
niem metody elementéw skonczonych (MES), w ktorej
réwnania ruchu przedstawione sg w postaci macierzowe;j.
W takich przypadkach uwzglednienie rozpraszania energii
w materiale sprowadza si¢ do odpowiedniego okreslenia
macierzy thumienia wewnetrznego.

Celem pracy bylo omdwienie zagadnienia zapisu thumie-
nia materiatowego w uktadach fizycznych w przypadku
sformutowania rownan ruchu w postaci macierzowej i dla
uktadow ruchowych. Zwykle zaktada sie, ze przemiesz-
czenia wynikajace z podatnosci sa zmiennymi niezalez-
nymi, natomiast przemieszczenia powstale w czasie ruchu
mechanizmu jako uktadu cial sztywnych przyjmuje si¢ jako

Dr hab. inz. Michat HAC (ORCID: 0000-0001-6301-124X) w roku
1978 ukonczyt studia na Wydziale Samochodéw i Maszyn
Roboczych Politechniki Warszawskiej. W 1986 r. uzyskat sto-
pien doktora nauk technicznych, a w 1996 r. stopien doktora
habilitowanego na tym samym wydziale. Jest profesorem
uczelni w Instytucie Podstaw Budowy Maszyn PW. Specjalno$¢
- dynamika maszyn, a w szczegélnosci analiza dynamiczna
mechanizméw stosowanych w réznych gateziach przemystu.

* Adres do korespondencji:

Wydziat Samochodéw i Maszyn Roboczych, Politechnika Warszawska, ul. Narbutta 84,
02-574 Warszawa, tel.: (22) 234-86-26, e-mail: michal.hac@pw.edu.pl

1454

znane. W takim ujeciu ruch ukladu o nieodksztalcalnych
cztonach wynika z kinematyki i dynamiki cial sztywnych,
za$ drgania czlonow nie maja nan wptywu. Przedstawiony
sposob analizy nie daje wystarczajaco doktadnych wyni-
kéw w przypadku szybkoobrotowych mechanizméow lub
uktadow wirujacych z duzymi predkoSciami.

Sposob formowania macierzy tlumienia materiatowego
w przypadku uwzglednienia wzajemnej zaleznosci miedzy
ruchem drgajacym a ruchem zadanym uktadu jest problemem
znacznie bardziej skomplikowanym. W takim przypadku oba
rodzaje przemieszczen (wynikajace z ruchu ukladu jako ciat
sztywnych i z podatnosci) sa przyjmowane jako niewiadome
(przemieszczenia uogolnione) i podstawiane do rownan ruchu.
Wyprowadzone w ten sposob réwnania ruchu sa dokladniej-
sze, gdyz uwzgledniaja obustronng zaleznos¢ miedzy ruchem
mechanizmu o sztywnych czlonach a przemieszczeniami
spowodowanymi odksztalcalnoscia cztondw. Poniewaz prze-
mieszczenia mechanizmu jako uktadu ciat sztywnych stanowia
cze$¢ niewiadomych uktadu réwnan, otrzymane rownania
ruchu sg dogodne do rozwigzania zaréwno dla zadania pro-
stego, jak i odwrotnego.

Cze$¢ badawcza

Analiza uktadoéw ruchowych z tarciem
wewnetrznym z zastosowaniem MES

Rownania ruchu

W przypadku zastosowania metody elementow skon-
czonych do analizy dynamicznej uktadéw ruchowych (np.
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mechanizmdéw) z uwzglednieniem podatnosci cztonow,
ogolne réwnanie ruchu w postaci macierzowej mozna
wyrazi¢ zaleznoscig (1)?:

[M]{&} + [CHa} + [KT{x} = {Qex} — [M]{Xo} (D)

w ktorej [M], [C] i [K] oznaczaja macierze odpowiednio
bezwiadnosci, ttumienia i sztywnosci, {Q, } jest wekto-
rem sit zewnetrznych, {xX}, {X} i {¥} oznaczaja wektory
odpowiednio przemieszczen, predkosci i przyspieszen
ukfadu w ruchu drgajacym, a | Xy} jest przyspieszeniem
wynikajacym z ruchu globalnego mechanizmu o sztywnych
cztonach (przyjmuje si¢ jako znane).

Macierz thumienia przyjmuje si¢ najczesciej w postaci
Rayleigha, ktdra jest liniowg kombinacjg macierzy sztyw-
nosci i bezwladnosci (2):

[ =0, [K] +a, [M] @
w ktorej a, oznacza wspotczynnik thumienia wewngtrznego,
a a, wspolezynnik thumienia zewngtrznego.

W przypadku mechanizméw ptaskich do opisu prze-
mieszczen elementu skonczonego wynikajacych z podat-
nosci przyjeto belkowy element skonczony. Wektor prze-
mieszczen weztowych takiego elementu mozna przedstawic
w postaci zaleznosci (3)*:

:(SET = [?l],Wl,@],l!Q,l‘r’g,@z] (3)
w ktorej u,, u,, w,, w, oznaczajg przemieszczenia wynika-
jace z drgan elementéw, a ©,, O, katy ugie¢ w wezlach.
Aby uwzglednié¢ obustronne oddziatywanie migdzy
ruchem zwigzanym z matymi przemieszczeniami a ruchem
zadanym mechanizmu, wektor wspdéthrzednych uogoélnio-
nych wystepujacy w rdwnaniach ruchu powinien zawierad
przemieszczenia zwigzane z obydwoma wymienionymi
rodzajami ruchow. Wektor przemieszczen weztowych
mozna zatem przedstawié w postaci zaleznosci (4):

(s} = [i, Wi, 1y, Wy Oy 1t Wh 19, Wy, O] @

w ktorej dodatkowo wprowadzono przemieszczenia
i 5, Wi, wh  koficdw elementu skoriczonego w kierunku
wzdluznym i poprzecznym, wynikajace z ruchu mechani-
zmu jako ukladu cial sztywnych. Miedzy wektorami {5}
i {s} zachodzi zaleznos¢ (5):

o} =[n]is}

(€))

w ktorej macierz transformacji [ 7,] jest okreslona jako (6):
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Fig. 1. Slider-crank mechanism
Rys. 1. Uktad korbowo-wodzikowy

(6)

Wyprowadzajac rownania ruchu dla elementu skonczo-
nego, sktadajac rownania elementow zapisane w globalnym
uktadzie wspohrzednych oraz uwzgledniajgc warunki brze-
gowe, otrzymuje si¢ rbwnania ruchu w postaci (7):

[M1{£} + [C1{x} + [ ]k} + ([K] + [K.D{x} = {Q}

(7
w ktorej wektor { O} przedstawia sity uogolnione, { i}, {X?,
i {x} przedstawiaja wektory odpowiednio przyspieszen,
predkosci i przemieszezen w punktach weztowych. Wektor
{x} jest globalnym wektorem wspotrzednych uogélnionych
powstalym ze zlozenia wektoréw {s} z uwzglednieniem
warunkéw brzegowych. Macierze [ M], [Cg], [K]i[K ] ozna-
czaja macierz odpowiednio globalng bezwladnosci, zyro-
skopowa, sztywnosci i odsrodkowa. Nalezy zauwazy¢, ze ze
wzgledu na zawarcie przemieszczen zwigzanych z ruchem
zadanym mechanizmu w wektorze przemieszczen {x} po
prawej stronie rownania (7) nie wystepuje wektor zwiazany
z przyspieszeniami weztow uktadu o nieodksztatcalnych
cztonach.

Macierz ttumienia
Macierzy thumienia [ C], ze wzgledu na zawarcie prze-
mieszczen zwigzanych z ruchem zadanym mechanizmu
w wektorze przemieszczen {x}, nie mozna opisa¢ za pomo-
ca wzoru (2). Macierze sztywnosci i bezwladnosci wyste-
pujace w tym wzorze muszg by¢ powigzane z wektorem
przemieszczen {J} reprezentujacym tylko przemieszczenia
elementéw wynikajace z ich podatno$ci. Macierz tlumienia
[ C] mozna przedstawi¢ w postaci zaleznosci (8):
[ =0, [K]+a,[M] (8)
w ktorej wspotczynniki a, i o, oznaczajg wspotczynnik
odpowiednio tlumienia wewnetrznego i thumienia zewngtrz-
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Fig. 2. The course of relative deformations of the connector for the system
with internal damping (continuous line) and without damping (dashed line)

Rys. 2. Przebieg odksztatcern wzglednych tacznika dla uktadu z ttumie-
niem wewnetrznym (linia ciggta) i bez ttumienia (linia przerywana)

nego, a [M] i [K] globalne macierze otrzymane dla ruchu
cztondéw wynikajacych z podatnosci.

W przypadku thumienia materialowego we wzorze (8)
przyjmuje si¢ o, = 0, a o, okresla si¢ na podstawie kilku
pierwszych czestosci wilasnych ukladu, przy przyjeciu
wspOtezynnika thumienia w zakresie 0,02-0,03%. Pordwnujac
wzory (2) 1 (8), mozna zauwazy¢, ze w przypadku uwzgled-
nienia sprze¢zenia migdzy ruchem globalnym a drganiami
czlondw mechanizmu, réwnanie przedstawiajace macierz
tlumienia w formie ogolnie przyjetej w literaturze (2) nie
moze by¢ zastosowane, gdyz ttumienie wewngtrzne (materia-
towe) zwigzane jest wylacznie z przemieszczeniami weztow
wynikajacymi z elastycznosci cztondw.

Przyktad numeryczny

W celu oceny wptywu tlumienia materialowego rozpa-
trzono ukfad korbowo-wodzikowy przedstawiony na rys.
1. Analize dynamiczng uktadu przeprowadzono dla dwdch
przypadkow: z uwzglednieniem thumienia w materiale
i przy jego pomini¢ciu. Mechanizm podzielono na 4 ele-
menty belkowe typu Bernoulliego i Eulera®. Uwzgledniajac
jednoczesnie przemieszczenia zwigzane z drganiami czlo-
néw i w ruchu sztywnym uktadu, wektor przemieszczen
weztowych {x} sklada si¢ z 21 elementow: przemieszczen
ui wodpowiednio w kierunku osi Xi Yruchomych weztow
2,3,4,5 (w wezle 5 przemieszczenia poprzeczne sg ode-
brane, jednak wystepuja one w lokalnym ukladzie wspot-
rzgdnych zwigzanym z tacznikiem) oraz katéw ugiecia
w weztach ©.

Globalne macierze uktadu (macierze wspotczynnikow
w réwnaniu (1)) miaty wymiar 21 x 21, a macierze [M]
i[K] zwigzane z podatnos$cig cztondéw (réwnanie (8)) miaty
wymiar 13 x 13.

Dane przyjete do obliczen (dtugosé, przekrdj poprzeczny
i moment bezwladnosci przekroju cztonéw) wynosily: dla
korby 0,1 m, 1,0-10* m?, 1,8-10° m*; dla tacznika 0,3 m,
0,4-10* m?, 9,0-10° m*, modut Younga 0,71-10" N/m?,
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gesto$é materiatu 2710 kg/m?’. Zatozono wspodtczyn-
nik proporcjonalnosci (réwnanie (8)) o, = 0, natomiast
a,wyznaczono na podstawie czgstosci drgan wilasnych
uktadu, otrzymujac wartos¢ 0,0005. Zatozono, ze korba
mechanizmu obraca si¢ ze stala predkoscia katowa wyno-
szacg 100 rad/s.

Wyniki badan i ich oméwienie

Narys. 2 przedstawiono przemieszczenia wzgledne $rod-
ka tacznika (czyli stosunek ugie¢ wezta 4 i dtugosci faczni-
ka) w funkcji kata obrotu korby, wynikajace z uwzglednie-
nia podatnosci cztondw dla przypadku uktadu bez thumienia
materialowego i z jego uwzglednieniem.

Z przebiegu drgan wezta srodkowego tacznika mozna
wywnioskowaé, ze uwzglednienie thumienia materiatowe-
go istotnie zmniejszato poziom drgan. Podobne badania
przeprowadzone dla wezta srodkowego korby wykazaly, ze
jej wieksza sztywno$¢ powodowata powstanie drgan o wyz-
szej czestosei i drgania te byly silniej thumione w wyniku
uwzglednienia tarcia wewngtrznego w materiale.

Podsumowanie

Analiza uktadow z thumieniem wewnetrznym wymaga
wielu badan poréwnawczych. Coraz czesciej do rozwigzy-
wania skomplikowanych zagadnien technicznych wyko-
rzystuje si¢ nowoczesne systemy projektowania wykorzy-
stujace metode elementow skonczonych. Réwnania ruchu
uktadow mozna wowczas zapisa¢ w postaci macierzowe;.
W opisie uktadéw ruchowych wzajemne sprzezenie migdzy
ruchem mechanizmu jako ukladu ciat sztywnych a drga-
niami wynikajacymi z uwzglednienia podatnosci cztonow
wymaga indywidualnego podejscia do sposobu formutowa-
nia macierzy ttumienia. Zakres wspotrzednych uogolnio-
nych dla macierzy tlumienia jest w takim przypadku inny
niz dla globalnych macierzy sztywnosci i bezwladnosci
uktadu.

Na podstawie przestawionej analizy numerycznej mozna
wnioskowa¢, ze uwzglednienie thumienia wewngtrznego
w opisie dynamicznym uktadéw ruchowych ma istotne zna-
czenie na odpowiedz uktadu i w sposob wyrazny zmienia
obraz drgan cztonow.
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